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Sur l’oeuvre des Grecs dans le développement des 
mathématiques. 


Par V. V. Bosyntn a Moskwa. 


Analogue a celui de toutes les sciences, le progres des 
mathématiques se fait par les nations qui tiennent le premier 


rang dans le domaine intellectuel de l'humanité. Or il en est 
de ces derniéres, comme il en est de tous les individus qui les 
composent, Arrivée au point culminant de sa grandeur, une 
nation de premier rang subit généralement un état de décrépi- 
tude ou de vieillesse, et passe par une décadence complete 
avant de disparaitre tout a fait. Nous trouvons donc le pro- 
grés des mathématiques non incessant dans le cours de ]’Histwire 
universelle, mais interrompu a des intervalles plus ou moins 
longs, pendant lesquels s’effectue pour ainsi dire la transition 
du savoir. Le rdle historique dune grande nation une fois 
accompli, des nationalités plus jeunes s’en approprient le do- 
maine scientifique pour en devenir les successeurs. 

L état actuel de |’Histoire des mathématiques nous permet 
d observer le cercle complet de l'activité mathématique chez un 
seul peuple, chez les Grecs. Le progrés futur y fera joindre 
peut-étre les Egyptiens, les Chaldéens et les Indous. En atten- 
dant, voila l’oeuvre des Grecs dans le domaine mathématique. 
L*époque suivant aprés le bannissement des Hyksos de l’Egypte 
et durant jusqu’a PLaTon et son Académie, cette époque est 
consacrée tout entiére 4 l appropriation des connaissances que 
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humanité possédait déja. Le progrés humain n’a jamais été 
sujet & de brusques changements dans ses degrés successifs, 
bien au contraire, la transition s’en est toujours opérée petit a 
petit, d’une maniére 4 peine remarquable. La science mathé- 
matique des Grecs nous donne des preuves d’une création ori- 
ginale, bien avant méme que l’époque de l’appropriation ait 
touché a sa fin, nommément au temps de PyTHaGoras et de 
son école. Ces manifestations deviennent de plus en plus fré- 
quentes vers le 5° siécle, qui nous montre le génie mathématique 
des Grecs parfaitement Adtermineé dans ses tendances et dans 
son caractére. Il penche “Pstebslleniehi¢ § pQer les investigations 
géomeétriques. 

PLATON et son Ac adénie, oumpat une ete: pbivelle et com- 
plétement indépendlahte “ide? 1b scibtace gréct tet *, Le progrés 
entier des mathématiques, ou tout au moins celui de la géo- 
métrie, s'y trouve concentré. Ce progrés touche a son point 
culminant dans loeuvre d’ARCHIMEDES et des grands mathéma- 
ticiens d’Alexandrie, tels que EUKLIDES, ERATOSTHENES et APOL- 
Lonios. de Perge. 

Ensuite c'est la décadence qui commence. Les travaux 
des mathématiciens grecs encourent le reproche d’étre super- 
ficiels. Il n'est plus question de créer des voies nouvelles ou 
de résoudre les difficultés, présentées par l’époque, mais de 
combler les lacunes, laissées par le progrés rapide de la science 
si insignifiantes qu'elles fussent. A ce premier degré de sa 
décadence le génie mathématique des Grecs a pourtant assez 
de forces pour tenir téte aux influences étrangéres qui viennent 
l'assaillir. Un siécle avant J. C. il n’en est plus ainsi, et l’ac- 
tivité originale de la science grecque peut étre regardée comme 
terminée. 

Une nouvelle phase de décadence se manifeste par le pro- 
grés rapide de la direction appliquée, si étrangére au génie grec, 
et qui apparait tout d’abord dans les recherches sur la Géo- 
désie par Heron d’Alexandrie. Les travaux des mathématiciens 
qui suivent, témoignent de la direction arithmético-algébrique, 
encore plus étrangére 4 l’esprit grec. Elle vient des écoles 
néopythagoricienne et néoplatonienne, elle est surtout dévelop- 
pée par Dioranros d'Alexandrie dont les oeuvres sont comme 
une derniére flamme du génie défaillant des Grecs. Elles en 
rappellent une fois encore le passé glorieux pour conduire 4 
lépoque des commentateurs et des savants bysantins. 
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Einiges aus Nassir ed-Dins Euklidausgabe. 


Von H. Suter in Ziirich. 


Jene Beweise des pythagoreischen Lehrsatzes, welche die 
Gleichheit der Quadrate iiber den Katheten und der Rechtecke, 
in welche das Hypotenusenquadrat durch die Fortsetzung der 
Hohe getheilt wird, durch das Mittelglied von Rhomboiden statt 
von Dreiecken (wie beim Euklidischen Beweis) darlegen, sind 
in den Werken von I. I. Horrmann (Der pythagoreische Lehr- 
sats, Mainz 1819) und Jury WIpPER (Sechs und vierzig. Beweise 
des pythagoretschen Lehrsatzes, aus dem Russischen iibersetst von 
F. GraaP, Leipzig 1880) theils jiingern Autoren zugeschrieben, 
theils ohne Angabe des Ursprungs. Wir haben dieselben aber 
héchst wahrscheinlich, wenn sie nicht noch alter sind, dem in 
der ersten Hiilfte des 13. Jahrhunderts lebenden bekannten 
persischen Mathematiker und Astronomen Nassir ED-DIN aus 
Thus zu verdanken, denn sie befinden sich in einem Scholion 
zum pythagoreischen Lehrsatz in seiner arabischen Ausgabe der 
Euklidischen Elemente (gedruckt zu Rom 1594). Der Haupt- 
beweis ist der bekannte Euklidische; dann beginnt das Scholion 
mit den Worten: »Dieser Satz hat verschiedene Faille, denn das 
Hypotenusenquadrat kann entweder unterhalb des rechtwinkligen 
Dreiecks fallen oder dieses bedecken (d. h. oberhalb fallen), 
und in diesen beiden Annahmen kénnen wiederum die beiden 
Kathetenquadrate ausserhalb des Dreieckes liegen, oder beide 
dasselbe bedecken, oder das kleinere kann es bedecken, das 
gréssere nicht, oder umgekehrt, und das sind im Ganzen 8 
Faille». Er bespricht und beweist sodann die einzelnen Fille 
(aber nicht alle ausfiihrlich); ich gebe im Folgenden die Fi- 
guren zu zwei Fillen wieder. 

1. Die beiden Kathetenquadrate bedecken das Dreieck, 
das Hypotenusenquadrat nicht (Fig. 1). Diese Figur ist im ara- 


Fig. 1. 
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bischen Druck unvollstandig, es fehlen die Linien HD und XZ; 
dass sie aber Nasstr ED-Din in seinem Manuskript urspriinglich 
gezeichnet hatte, ergibt sich aus dem Text des Beweises, den 
ich hier seiner Weitschweifigkeit wegen nicht ausfiihrlich gebe. 
Nachdem er die Geraden HD und XE gezogen hat, zeigt er 
die Kongruenz der Dreiecke GKE, BHD und ABG, schliesst 
hieraus, dass ZD und 7Z7£ gerade Linien seien und sich im 
Punkte ‘7 der Linie AZ schneiden; hieraus folgt dann sofort, 
dass Quadrat ABHZ = Rhomboid ABMD = Rechteck BNL D 
ist, u. s. w. — (Es ist noch zu bemerken, dass Nassir ED-DIN 
hier, wie bei allen andern Fallen, drei Unterfiille, jeden mit 
besonderer Figur, unterscheidet, nimlich AB = AG.) 

2. Alle drei Quadrate bedecken das Dreieck (Fig. 2). 


Nachdem DA und ZH bis zum Durchschnitt in 4 verlaingert 
worden sind und ebenso ZX bis O, zeigt er die Kongruenz 
der Dreiecke ABG und BHAT, woraus die Gleichheit von 
BG oder BD und BA folgt; hieraus ergibt sich dann, dass 
Quadrat ABHZ = Rhomboid ABMO = Rechteck LDBN ist, 
u. Ss. W. 

Die Nassir ED-Din'sche Bearbeitung der Elemente enthiilt 
ausserdem noch hie und da einen Zusatz, der von Interesse ist; 
ich erinnere nur noch. an seinen Versuch, das 13. Axiom zu 
beweisen, den er in einem Scholion zum 28. Satze des ersten 
Buches darlegt. Von demselben, der sehr weitschweifig ist, 
gibt KAsTNER in 1. Bande seiner Geschichte der Mathematik, 
pag. 375—-381 eine Darstellung, wird abér in der Kritik des- 
selben Nassir nicht ganz gerecht, ja bezichtigt ihn sogar einer 
Erschleichung oder wie er sich nachher milder ausdriickt, eines 
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Selbstbetruges. Dieser Vorwurf ist ungerechtfertigt. Der Beweis 
besteht namlich aus 3 Hiilfssitzen und dem Hauptsatze, der 
wieder in 3 Theile zerfallt, und jeder Satz folgt logisch aus 
dem vorhergehenden. Nun greift KASTNER den Beweis des ersten 
Theils des Hauptsatzes an, welcher zeigt, dass, wenn (Fig. 3) 


PC = CE und PK senkrecht auf #F ist, KG = GE sein muss. 
Er behauptet (pag. 380), dieser Beweis sei nicht erbracht; ich 
behaupte das Gegentheil; man lese iibrigens seine (mit Aus- 
nahme einiger falscher Buchstaben) im Allgemeinen richtige 
Darstellung des Beweisganges und: man wird mir Recht geben, 
man wird héchstens aussetzen, Nassir hitte noch den Schluss- 
satz hinzufiigen sollen: also kommt es auf dasselbe hinaus, ob 
man PC=CE macht und PX senkrecht auf ZF fallt, oder ob 
man PC=CF und KG=GE macht und P mit X verbindet; 
oder er hatte sagen kénnen, das Perpendikel von P aus treffe 
in den Punkt /, und dann die Identitét von 7 und X nach- 
weisen kénnen. Diese Liicken des Beweises rechtfertigen aber 
gewiss nicht die Behauptung KAstTNER’s: »Daran hat Nassir 
nicht gedacht, so fangt sich sein Beweis mit einer Erschleichung 
an». Die Kritik KAsTNErR’s ist nur richtig, soweit sie sich auf 
den ersten Hiilfssatz bezieht; da ist eben Nassir passiert, was 
bis jetzt Allen, die dieses Axiom beweisen wollten, dass sie 
namlich ein neues Axiom aufgestellt haben, das nur etwas an- 
schaulicher und selbstverstandlicher war, als das zu beweisende, 
aber eben doch wieder ein Axiom war, denn der erste Hiilfs- 
satz, fiir den ich den Leser auf KASTNER pag. 375 verweise, 
ist von Nassir nicht bewiesen worden; er fiigt auch am Ende 
hinzu: »Diese Schliisse (Urtheile) sind principielle, sie sind auch 
als solche von Altern und neuern Geometern angewendet worden». 
Fs mag hier noch erwaéhnt werden, dass der von CLavius in 
seiner Euklidausgabe (K6ln 1591) pag. 50—54 versuchte Be- 
weis des 12. Axioms héchst wahrscheinlich dem Nassir ED- 
Din'schen nachgebildet ist, (denn er weicht nur wenig von 
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diesem ab) obgleich er bemerkt (pag. 50): »Id quod in EucLipE 
quodam arabico factum etiam esse accepi, sed nunquam facta 
mihi est copia demonstrationem illam legendi, etsi obnixe illud 
iterum atque iterum ab eo, qui eum EvucLIDEM arabicum pos- 
sidet, fleagitavi. Quare hanc quae sequitur excogitavimus». Ebenso 
diirfte em von CLavius in einem Scholion zum pythagoreischen 
Lehrsatz (pag. 84) gegebener zweiter Beweis dieses Satzes nicht 
ganz von Nassir ED-Din unabhangig sein. 

Zum Schlusse sei mir noch eine Ehrenrettung Nassir ED- 
Din's gestattet. Hr. HerperG (Literargeschichiliche Siudien tiber 
Euklid, pag. 6) beschuldigt ihn, wie iiberhaupt die arabischen 
Autoren (und diess im Allgemeinen nicht ohne Grund), »der 
Sucht, die grossen und hochgeschatzten Meister der griechischen 
Literatur mit Arabern oder wenigstens mit dem Orient in Ver- 
bindung zu bringen», und fiihrt als schlagenden Beleg hiefiir 
an, dass »NassirR ED-Din, der selbst aus Thus gebiirtig war, 
auch den EuKiip Zhusinus nennt» (er folgt hier der Ausgabe der 
Euklidischen Elemente durch Aucust, I, pag. 295), Nun steht 
aber in meinem Exemplar von Nassir ED-D1n's EUKLID sowohl 
als in demjenigen der Stadtbibliothek Ziirich (und wahrschein- 
lich in allen) as-Suri d. h. der Tyrier, oder von Tyrus gebiirtig, 
wie atch andere Quellen haben; aus Thus gebiirtig heisst a/- 
Thusi. Also aus Tyrus soll Eukiip nach Nassir und anderen 
Autoren stammen — sollte dieses unméglich sein? Sind nicht 
auch APOLLONIOS von Pergae, NikoMACHOS. von Gerasa, THEON 
von Smyrna etc. aus Asien? 
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Miscellen zur Geschichte der Mathematik. 


Von Moritz STEINSCHNEIDER in Berlin. 


11. Simplicius, der Mathematiker. 


Unter dem Namen des Simpticius ist ein Erklarer des 
ARISTOTELES bekannt. Das Buch /%hrist von Napim erwahnt 
diesen als Commentator der Biicher der Categorien und von 
der Seele (S. 255). Aber auch unter den Mathematikern (S. 268) 
erscheint »Srmpticius der Grieche» (Rum7)' mit Angabe von 2 
Schriften: 1° Commentar iiber den Anfang (Sadr)* des Buches 
EUuKLID »welches ist die Einleitung in die Geometrie» ; 2° Com- 
mentar iiber den IV. Tractat(!) der Categorien. 

Noch wunderlicher ist es, dass diese beiden Titel bei 
WeEnrICH (De auctorum graecorum verstontbus, p. 200) unter 
dem Artikel AuToLycus erscheinen. Hat vielleicht in seinem 
Exemplar des /ihrist die Uberschrift Sumpricius gefehlt, so 
dass er diese Schriften dem vorangehenden AuTo.ycus beigelegt 
glaubte? Allein er lasst den zweiten Titel in seinem Artikel 
iiber SIMPLICIUS p. 297 weg, obschon er sich auch bei Haci 
KHALFA VI, 97 findet, weil Kirti dafiir das arabische Wort 
wa-geirahu d. h. »und Anderes» (Buch, oder Biicher) gesetzt 
hat.* Fiir Kirti ist aber Simpricius gar nicht der Philosoph, 
sondern nur ein griechischer Geometer, von welchem er in all- 
gemeinen Phrasen spricht.* 

LEcLERC: (Histoire de la médecine arabe I, 219) bemerkt, 
dass der Commentar der Elemente des Euk ip (die Einschrankung 
auf die Einleitung lasst er weg) citirt sei in dem Pariser Ms, 
supplément arabe 955. Diese Anfiihrung kénnte allerdings aus 
dem /ihrist oder aus Kirti geflossen sein. Ich hatte in dem 
Artikel des Fvhrist eine Confusion vermutet, und geglaubt, der 
Commentar zu EvuKLip setze Simpiicius an die Stelle von Hy- 
PSIKLES, der die Tractate »IV oder V» verbessert oder redigirt 
haben soll, allerdings nach einer falschen Lesart des Frhrzst.° 
Diese Zahl 4 ware dann irrtiimlich in den zweiten Titel geraten, 
wo sie jedenfalls unrichtig ist, da die Categorien nur aus 3 
Tractaten bestehen. Ich fand aber weitere Spuren eines Mathe- 
matikers Simpiicius, der zu Evxuip citirt wird. Ms. Digby 
168** (Catalog v. Macray p. 175) enthalt ein Stiick: De exposz- 
lione lib. Euclidis de geometria secundum Auarizum (sic), begin- 
nend: »Sanbelichus etc.» ; \etzterer Namen ist ohne Zweifel eine 
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aus dem Arabischen stammende Umschreibung von SIMPLICIus. 
In dem Namen Auarizius steckt héchst wahrscheinlich Anaritius, 
d. i. der bekannte Commentator NetRiz1; in der Liste der Uber- 
setzungen GERARD’s von Cremona, N. 15, heisst es »Lzder ana- 
ritit super Euclidem ir. J>.° Eine Handschrift dieser Ubersetzung 
ist allerdings bis jetzt noch nicht nachgewiesen. Sollte Ms. 
Digby ein Fragment derselben enthalten? Eine weitere Spur 
des Srmpiicius habe ich in einer hebraischen Quelle entdeckt. 
In einem hebraischen ms. der Bodleiana (hebr. 4), woraus mir 
]):r NEUBAUER vor zwei Jahren eine Stelle mitteilte, wird pidesn 
als Corrector des Buches von pys*5x¢ (ohne Zweifel APOLLONIUS) 
genannt. Ich sehe auch hier eine Verstiimmelung des Wortes 
Srmp.icius, da im Arabischen die Buchstaben jenes Namens 
denen des Simpricius (arab. Siudltkus) sehr ahnlich sind. 

* Zeitschr. fiir Mathem. 10, 1865, 462. 
Dieses Wort fehlt in einigen Mss. des biographischen Wérter- 
buches von KiFTI. 
In den Varianten p. 24 scheint die Angabe ungenau, das 
Wort >und» ist zu streichen. 
Der unedirte Artikel des Kirt: wird nun hoffentlich bald in 
der Ausgabe des Werkes durch AuG. MULLER zu finden sein; 
ich kenne ihn nur aus der Berliner Handschrift. 


Siehe meine ‘Abhandlung Euklid bei den Arabern, S. 83. 

’ §. tiber ihn Zuklid ber den Arabern, S. 86; »Anarizeo» bei 
Rico y Smnopas, Libros del Saber de astronomia, Il, p. VII. 
[Vgl. P. Tannery, La géoméirie grecque, 1, p. 167, WO p. 175 
auch der Mathematiker Simpiicrus erwdhnt ist. (G. E.)} 
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Notice historique sur la théorie des ensembles. 


Par G. ViIvAntTi 4a Mantova. 


1. La théorie des ensembles trouve sa raison d’étre dans 
le besoin, depuis longtemps éprouvé dans les mathématiques, 
d'introduire le concept de mesure dans le champ des grandeurs 
infinies. a possibilité de mesurer et de comparer entre elles 
les grandeurs infiniment grandes a été l'objet de nombreuses 
et intéressantes discussions, auxquelles prirent part les philo- 
sophes et les mathématiciens les plus distingués; et sans entrer 
dans la riche littérature de cette matiére, nous citerons seule- 
ment l’ouvrage de Gurpo Granpi: De infinitis infinttorum et 
infinite parvorum ordinibus (Pise 1710), ou l’on trouve un ré- 
sumé des opinions des contemporains sur la question dont il 
s'agit, — et les Elimens de la géométrie de Vingini de Fonve- 
NELLE (Paris 1727). Mais la théorie des ensembles a mis en 
lumiére ce fait curieux et inattendu, que l’application des pro- 
cédés ordinaires de mesure et de comparaison aux grandeurs 
infinies conduit, en général, a des résultats contradictoires, ou 
tout au. moins insignifiants. Ainsi, par exemple, si AZ est un 
segment rectiligne, pris sur une droite indéfinie, on ne peut 
pas dire que le segment infini qui se trouve a droite du point 
A soit plus grand que celui qui se trouve 4 droite du point 2, 
car non seulement on peut faire coincider les deux segments 
dans toute leur étendue, mais on peut méme les disposer de 
telle fagon que le deuxiéme contienne dans son intérieur le 
premier. Pareillement on ne peut pas dire que la série infinie 
1,2, 3,..- contienne plus déléments que la série 2, 4,6,..., 
quoique les termes de cette derniére série ne constituent qu une 
partie de la premiére, car on peut faire correspondre les deux 
séries terme a terme, de facon qu'on pourrait dire qu’elles ont 
méme nombre d’éléments, et l’on peut tout aussi bien faire 
correspondre aux termes 1, 2,3,...,#,... de la premiére 
série les termes 4,6, 8,..., 22+2,... de la deuxieme, de 
facon qu'il y ait dans cette derniére série un terme correspon- 
dant a chaque terme de la premiére et en outre un terme 
auquel il ne correspond pas de terme dans celle-ci*. 


* Il est juste de rappeler que ce fait avait été déja remarqué par 
Bb. BOLZANO (voir: Paradoxien des Unendlichen, § 20). Ce savant est peut 
étre le seul, qui ait entrevu quelques-unes des vérités qui ont été ensuite 
découvertes et établies rigoureusement par M. G. CANTOR, 
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2. La premiére occasion a 1 étude des ensembles de points 
s'est présentée 2 M. GreorGes Cantor lors de ses recherches sur 
les séries trigonométriques (n° 1)*. En s'efforgant d’étendre 
la validité d'un théoréme relatif a ces séries, il éprouva la 
nécessité de considérer des groupes infinis de points disposés 
sur une ligne droite. Ce sont ces groupes qu'il nomma en- 
sembles linéaires de points (lineare Punktmannigfaltigketten). Etant 
donné un ensemble P de cette nature, il y a dans la droite 
qui le contient des points, appartenant ou non a P, carac- 
térisés par cette propriété, qu'il n’y a pas d'intervalle, si petit 
qu il soit, contenant un de ces points, qui ne contienne une 
infinité de points de ?. On dit que ces points sont des poinis 
limites (Grenzpunkte) de Vensemble P, et l'on désigne leur en- 
semble par P’ (premier dérivé | Ablettung| de P). Si l'ensemble 
P’ nest pas composé d’un nombre fini de points, il aura 4 son 
tour un premier dérivé, qu'on pourra désigner par P” (second 
dérivé de P), et ainsi de suite. Tous les points d'un ensemble 
dérivé d’ordre quelconque sont contenus aussi dans tous les 
dérivés d’ordre inférieur. Il peut arriver qu’aprés un nombre 
fini » de dérivations on parvienne a un ensemble P™ composé 
d'un nombre fini de points, et qui par suite n'a point d’en- 
semble dérivé; on dit alors que P est un ensemble du premier 
genre (Gatiung) et de la nit™e espice (Art). 

8. Aprés avoir ainsi posé les premiers fondements de la 
théorie des ensembles, M. Cantor eut bientét une nouvelle 
occasion d'en approfondir l'étude (n° 2). En appelant nomdre 
algébrique réel toute racine réelle d'une équation algébrique a 
coefficients rationnels, il trouva que l'ensemble de tous les 
nombres algébriques réels peut étre disposé en une série simple 
de la forme w,,@,, w,,..- En méme temps il démontra que, 
si un ensemble de nombres réels jouit de cette propriété, l’on 
peut dans tout intervalle donné d’avance trouver une infinité 
de nombres n’appartenant pasa cet ensemble. L application 
de ce théoréme aux nombres algébriques réels montre que 1'en- 
semble de ces nombres ne constitue, pour ainsi dire, qu'une 
partie négligeable de l'ensemble de tous les nombres réels; ce 
qui doit sembler bien étrange, attendu que l'ensemble des 
nombres algébriques réels est condensé (iiberalldicht) dans tout 
intervalle, c..a. d. quil n'y a pas d’intervalle, si petit qu'il 
soit, qui ne contienne quelque élément de cet ensemble. 


* Les numéros entre les parenthéses se rapportent a la liste biblio- 
craphique qui se trouve A la fin de cette note. 
: 1 
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Il nait d'ici la question d’établir en quoi consiste vraiment 
la différence de nature entre un ensemble P pouvant étre dis- 
posé en série simple et un ensemble tel que celui R de tous 
les nombres réels. On peut caractériser cette différence en di- 
sant qu'on peut faire correspondre tout ensemble tel que P, 
élément a élément, a la série des nombres entiers positifs 
1,2,3,.-.., tandis que cela n'est pas possible pour un en- 
semble tel que 2. : 

Si l’on peut établir entre les éléments de deux ensembles 
une correspondance réciproque et compléte, on dit qu’ils ont 
méme puissance (Miéachtigkeit), ou quils appartiennent a la méme 
classe (Klasse). 

C’est ici qu’apparaissent certaines propriétés imprévues et 
paradoxales des ensembles infinis, qui montrent clairement que 
le fini et linfini sont deux choses sfécifiguement diverses. Le 
concept de fuzssance coincide, pour un ensemble fini, avec celui 
de nombre d'éléments; deux ensembles finis ont méme puissance 
toujours et seulement lorsqu ils contiennent un nombre égal 
d’éléments. Pour un ensemble infini au contraire, le concept 
de nombre d’éléments n’a plus un sens bien défini, et il peut 
arriver quun ensemble ait méme puissance avec une partie de 
soi-méme; ainsi p. ex. l'ensemble de tous les nombres entiers 
positifs et celui des nombres pairs, l'ensemble de tous les 
nombres réels de l’intervalle o—1 et celui de tous les nombres 
irrationnels de ce méme intervalle, ont respectivement méme 
puissance. Mais il y a plus. On peut établir une correspon- 
dance univoque et compléte entre tous les points'd’un segment 
rectiligne fini et tous les points d’un espace fini 4 un nombre 
quelconque de dimensions (n° 3). Il faut toutefois remarquer 
que cette correspondance est nécessairement discontinue (n° 5, 
6, 7, 9). 

4. Le théoréme derniérement rappelé réduit, pour ce qui 
se rapporte a la notion de puissance, |’étude des ensembles de 
points contenus dans un espace a un nombre quelconque de 
dimensions a celle des ensembles linéaires. Il se pose main- 
tenant le probleme fondamental: quel est le nombre des classes 
des ensembles linéaires de points? M. Canror (n° 3, 18, 23) 
affirme que ces ensembles se divisent en deux classes seule- 
ment, dont la premiére comprend tous les ensembles dont les 
éléments peuvent étre disposés en série simple (p. ex. l’en- 
semble 1, 2, 3,...), la deuxiéme tous les ensembles ayant 
méme puissance avec ]'ensemble de tous les nombres réels de 
lintervalle o—1. Il n'y a pas de difficulté a établir que ces 
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deux classes sont effectivement différentes (voir n° 8); quant a 
la question sil n’y en a pas d’autres, beaucoup de points de 
la théorie des ensembles font pressentir qu'il doit en étre vrai- 
ment ainsi, mais on n’en a pas encore une démonstration ri- 
goureuse, malgré la tentative faite en ce sens par M. P. Tan- 
NERY (n° 32). 

5. Les résultats obtenus dans la nouvelle théorie en- 
couragérent M. Canror a en essayer une exposition systéma- 
tique, ce quiil fit dans une suite de 6 articles sons le titre 
commun: Uber unendliche lineare Punkimannichfaltighetien (n° 8, 
ro, 11, 12, 18, 23). Aprés avoir rappelé les dénominations 
introduites dans ses travaux précédents, il considére un en- 
semble quelconque P appartenant au deuxiéme genre; c. a. d. 
dont aucun dérivé ne contient un nombre fini de points. Alors, 
puisque chaque dérivé successif est compris dans tous les pré- 
cédents, il y aura des points appartenant en méme temps a 
tous les dérivés de P. En appelant P™ l'ensemble de ces 
points, et en désignant en général par D(P, 0, R,...) len- 
semble des éléments communs aux ensembles P, 0, R,..., 
on aura (n° 10): 


PO=D(P’, P’, P”,...). 
Soient en outre Pt), Plt?) ., Pot, ... les dérivés 
successifs de P™), et posons 
w.2 “ w +2) Dr. 
P% y.2) . D( Petry, Pw ; Plo+s) | oe 


et de méme: 
Po") - D(P), Pio?) | Piw3) | Saal 


Plow) D(P, Po) | Po) » ib .), 


es 2 a8 

nous aurons défini par 1a une suite d’ensembles, qui s'étend a 
l'infini, mais dont chaque terme est parfaitement déterminé par 
les précédents; et il n'y a pas de difficulté 4 désigner ces en- 
sembles comme les dérivés de P des ordres w, w+1,W+2, 

1) OFM, 2.1, M.2,+.+,,..., w,... Il y a effectivement 
des ensembles dont on peut pousser la dérivation aussi loin 
que l'on veut sans parvenir jamais 4 un ensemble fini; tel est 
p. ex. l'ensemble de tous les points de l'intervalle o—1, dont 
tous les dérivés sont identiques a l'ensemble primitif. Quant 
au symbole w, qui s'est glissé ici, pour ainsi dire, par hasard, 
il acquerra dans la suite une bien autre importance. Mais 
n anticipons pas. 
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6. les ensembles de la premiére classe, qu’on appelle 
aussi dénombrables (abzséhibar) parce qu’on peut faire correspon- 
dre leurs éléments d’une fagon univoque et complete aux ter- 
mes de la suite naturelle des nombres, se présentent dans beau- 
coup de recherches et ont une grande importance. Les deux 
théorémes géométriques suivants, qui s'y rapportent, sont parti- 
culiérement remarquables (n° 11): 

S'il y a, dans un espace continu a # dimensions, un 
ensemble d'espaces partiels continus 4 ” dimensions, séparés 
lun de l'autre et ne se touchant tout au plus qu’a leurs 
limites, cet ensemble est dénombrable. 

Sil y a, dans un espace a » dimensions, ” étant > 2, 
un ensemble dénombrable P de points, on peut joindre entre 
eux deux points quelconque de cet espace par une ligne 
continue ne passant par aucun point de P. En d'autres 
termes, on peut enlever tous les points de l'ensemble P, 
sans que le passage continu d'un point 4 un autre quel- 
conque de l’espace considéré cesse d’étre possible. 

Nous citerons aussi le théoréme suivant, qui a regu de 
nombreuses applications dans l'analyse (n° 12): 

Si le premier dérivé P’ d'un ensemble linéaire de points 
P est dénombrable, on peut renfermer les points de P dans 
un ensemble fini d’intervalles, la somme de ces intervalles 
étant plus petite qu’une grandeur donnée d’'avance. 

7. Pour poursuivre l'étude des ensembles de points, il 
faut maintenant introduire un concept nouveau, celui des nom- 
bres transfints (tiberendliche ou transfintte Zahlen) (n° 18, 49). 
Soit donné un ensemble dzen ordonné (wohlgeordnet) d’éléments, 
c. a. d. un ensemble disposé de telle fagon, qu’il existe un 
premier élément et que pour chaque élément ou groupe, fini 
ou infini, d’éléments on puisse assigner un élément immédiate- 
ment successif. En faisant abstraction de la nature particuliére 
des éléments qui composent cet ensemble, on obtient le con- 
cept de nombre ordinal (Ordnungszahl); en d'autres mots, on 
dit que deux ensembles bien ordonnés ont ux méme nombre 
ordinal, si l'on peut en faire correspondre les éléments d'une 
fagon univoque et compléte, en sorte que les éléments corre- 
spondants se trouvent disposés dans le méme ordre dans les 
deux ensembles. 

Considérons d’abord un ensemble bien ordonné P conte- 
nant un nombre fini d’éléments; si l'on fait correspondre ses 
éléments aux termes de la série 1, 2, 3,..., le terme de 
cette série correspondant au dernier élément de P sera le nombre 
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ordinal de P; en outre tous les ensembles bien ordonnés qu'on 
pourra obtenir en déplagant d’une facgon quelconque les élé- 
ments de P auront ce méme nombre ordinal ”. Au contraire, 
si ensemble bien ordonné P contient une infinité d’éléments, 
aucun des nombres de la série 1,2, 3,... ne peut étre le 
nombre ordinal de P, et il faut par suite tenter d’étendre plus 
loin cette série. Pour cela, introduisons d’abord un symbole 
w représentant le nombre ordinal de la série 1, 2, 3,...; 
prise dans toute son extension et considérée comme un en- 
semble infini bien ordonné, et par ,conséquent aussi le nombre 
ordinal de toute série de la forme «4,,4,,4,,... On peut 
regarder w comme le plus petit de tous les nombres ordinaux 
appartenant & des ensembles infinis bien ordonnés, c. a. d. 
comme le plus petit des nombres fransfinis. Si nous considérons 
maintenant l'ensemble bien ordonné P qu’on obtient en faisant 
suivre 4 la série a,, 4, 4,,..., prise dans toute son extension, 
un autre element ,3,, le nombre ordinal de cet ensemble ne 
sera plus w, car en faisant correspondre les éléments par ordre 
a ceux de la série 1,2,3,..., celle-ci sera complétement 
épuisée lorsqu’il restera encore dans l'ensemble P |’élément /, ; 
il sera donc bien naturel de désigner le nombre ordinal de P 
par w+1. On peut définir analoguement les symboles w + 2, 
w+n,w.2,@w.3 comme les nombres ordinaux des ensembles 
bien ordonnés: 


is Bice osc Feeds 


Dy» Bay +++ Bry Sor = ++ Pus 


Me Ws iss cee Mes as <5 


Bev tlgy-o +o MeaMes > 6+ 0 Xe Feo.0 «+3 


et de méme le symbole w? comme le nombre ordinal de |'en- 
semble bien ordonné constitué par une serie simple d’ensembles 
S,, S,,..., dont chacun a la forme «,,@,,... On voit aisé- 
ment qu'en poursuivant ainsi l'on peut définir des nombres 
transfinis toujours nouveaux, et que la formation de ces nombres 
n'a pas de limite. En effet, aprés avoir formé tous les nombres 
transfinis possibles dont le symbole se compose au moyen de w 
et des nombres finis, nous n’aurons qua introduire un nombre 
enticrement nouveau Q, et a le combiner ensuite avec les précé- 
dents; et ainsi de suite. 

[l.y a encore une remarque 4a faire au sujet des ensembles 
infinis. Les ensembles bien ordonnés qu'on obtient en dépla- 
cant d'une facon quelconque les éléments d'un ensemble infini 
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ont en général des nombres ordinaux différents; ainsi par exem- 
ple de lensemble a,, a,, 4,,..., dont le nombre ordinal est 
w, on obtient les ensembles: 


Gyy Ayy +++, Gy 

Oy, Agy see y yy By 
Ont, bnt2s +++) Byy Boy see y Bny 
yy By, Ay e+ +5 Ayy bys Ley sees 


dont les nombres ordinaux sont respectivement w+1, w+2, 
WO+n,w.2. 

8. En examinant de prés la facgon dont ont été engendrés 
les nombres transfinis, on voit qu'il y a deux principes de forma- 
tion (Erseugungsprincipe), 4 savoir, addition d'une unité a un 
nombre connu, et la création d'un nombre qui doit faire suite 
a tous les nombres déja définis. On dit qu’un nombre est de 
la premiére ou de la deuxiéme espece (Ar/), suivant qu il est 
engendré par le premier ou par le deuxiéme principe. Mais il 
faut introduire un troisiéme principe, quon peut nommer prin- 
cipe darrét ow de limitation (Hemmungsprincip, Beschrinkungs- 
princtp). 

Nous avons déja rappelé, que deux ensembles infinis, dont 
un contient l'autre, peuvent toutefois avoir méme puissance. 
Si cela n’arrive pas, on dit que le premier ensemble a une 
puissance plus grande que le deuxiéme. La plus petite puis- 
sance des ensembles infinis est évidemment celle des ensembles 
dénombrables, et par suite aussi de la série 1, 2,3,... Si 
l'on ajoute a cette série successivement les termes w+ 1, w+ 2, 

Bp D2, W135 2 00 Wy, oe ey WY, 2.2, U™, «0, ON peut dé- 
montrer qu’elle ne cesse pas d’avoir la premicre puissance. 
Nous dirons que tous les nombres finis constituent la classe I 
de nombres, et que touts les nombres transfinis, qui, ajoutés a 
la série 1,2, 3,..., nen changent pas la puissance, consti- 
tuent la classe If; ou, ce qui est la méme chose, les nombres 
de la classe If sont ceux qui appartiennent comme nombres 
ordinaux a tous les ensembles possibles ayant la premiére puis- 
sance, Mais Ja formation des nombres transfinis ne peut pas 
s’arréter ici, car nous connaissons des ensembles de puissance 
supérieure a la premiére; il nous faut donc étendre encore plus 
loin la série des nombres, de facon a y trouver des nombres 
ordinaux pour les ensembles de cette nature. Pour cela nous 
introduisons (ainsi que nous l’avons déja dit) un nombre en/z2re- 
ment nouveau 9, en le définissant par cette propriété, que la 
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série des nombres depuis 1 a un quelconque des nombres in- 
férieurs 4 2 constitue un ensemble fini ou de la premiére puis- 
sance, et que la série de tous les nombres inférieurs 4 2 con- 
stitue un ensemble de la deuxiéme puissance. Cela est tout a 
fait analogue a ce qu’on a fait lors de l'introduction de w, 
qui jouit de cette propriété, que la série de tous les nombres 
depuis 1 4 un quelconque des nombres inférieurs 4 w est finie, 
et que la série de tous les nombres inférieurs 4 @ a la pre- 
miére puissance. Le principe de limitation consiste donc en 
ceci, que l'introduction d’un nombre enfzerement nouveau (tel 
que w ou Q) doit avoir lieu toujours et seulement lorsque l’en- 
semble de tous les nombres déja formés a une puissance su- 
périeure a celle de l'ensemble de tous les nombres inférieurs 
a un quelconque de ces nombres. Au moyen de ce principe 
la série indéfiniment étendue des nombres se divise en classes, 
dont chacune a cette propriété, que les nombres dont elle se 
compose sont les nombres ordinaux de tous les possibles en- 
sembles bien ordonnés ayant une méme puissance, et de ceux-ci 
seulement. On peut encore ajouter, que les éléments de l'un 
quelconque de ces ensembles (abstraction faite des ensembles 
finis) peuvent étre disposés en série bien ordonnée de facgon a 
avoir pour nombre ordinal un quelconque des nombres de la 


classe correspondante. 

Les nombres transfinis coincident avec les symboles de 
dérivation dont nous avons déja parlé, en ce sens, que les 
dérivés d’un ensemble P forment un ensemble bien ordonné 
de telle nature, que la série de ces dérivés depuis 4 jusqu’a 


P a le nombre ordinal a. 
9. Les nombres transfinis offrent le moyen d’étudier les 
ensembles de points ayant une puissance quelconque. Nous en 
trouvons tout de suite une application dans le théoréme suivant, 
qui a été démontré par MM. Canror (n° 18, 19, 23) et BEN- 
DIXSON (n° 20): 
Si le premier dérivé P’ d’un ensemble / est dénombrable, 
il y a un nombre «@ de la classe I ou II, pour lequel P™ est 
nul; si P’ n'est pas dénombrable, il y a un nombre «@ pour 
lequel P est parfait. 

On nomme parfait (perfect) un ensemble qui est identique 
avec son premier dérivé, et, par conséquent, avec tous ses dé- 
rivés. Tout ensemble parfait a la puissance du continu (n* 18, 
19, 20, 23, 25, 30). Le continu lui-méme est un ensemble 
parfait; mais il y a des ensembles parfaits qui ne sont pas 
continus, et il y en a méme qui ne sont condensés dans aucun 
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intervalle, si petit qu'il soit. En quoi donc le continu différe-t-il 
des autrés ensembles parfaits? En ceci, qu’il est en méme 
temps un ensemble dzen enchainé. On dit qu’un ensemble est 
bien enchainé (susammenhdngend), si, ¢ et ¢ étant deux points 
quelconques de cet ensemble, on peut trouver un nombre fini 
n de points /,,4,,...,¢, appartenant a l'ensemble considéré, 
de fagon que les distances //,, /,/,, ..-5 4r—14n, ‘nf’ soient toutes 
moindres qu’une longueur donnée d’avance (n° 18). 

10. Les ensembles parfaits sont le trait-d'union entre deux 
familles plus générales d’ensembles, les ensembles condensés en 
sot (insichdicht) et les ensembles /ermés (geschlossen). On dit 
qu'un ensemble est condensé en soi, sil est contenu dans son 
premier dérivé; on dit au contraire qu'il est fermé s'il le con- 
tient. Tout ensemble qui est le dérivé d'un autre ensemble 
est évidemment fermé; mais il est important de remarquer, que 
tout ensemble fermé peut-étre regardé, d'une infinité de facons 
différentes, comme le premier dérivé d’un autre ensemble (n° 23). 
De la et de ce que nous avons dit précédemment, il découle 
une propriété remarquable des ensembles fermés (n° 23, 38), 
a savoir, que, si un ensemble fermé P est dénombrable, il y a 
un nombre « de la classe I ou II, pour lequel P™ est nul, 
et que, si P n’est pas dénombrable, il y a un nombre a, pour 
lequel P( est parfait. Dans ce dernier cas on peut décom- 
poser l'ensemble P d’une facgon unique en deux ensembles par- 
tiels R et S, dont S est parfait et coincide avec P™, et R 
est dénombrable et n’a aucun élément commun avec R®™, II 
suit de la immédiatement qu'un ensemble fermé ou est dénom- 
brable, ou a méme puissance avec le: continu (n° 23, 25, 30). 

11. Ainsi que nous l'avons déja remarqué, il y a des en- 
sembles pouvant étre renfermés dans des intervalles en nombre 
fini, dont la somme est si petite que l'on veut. C’est 1a un’ 
nouveau point de vue, auquel on peut se placer pour l'étude 
des ensembles de points. On peut dire sans difficulté que l’en- 
semble de tous les points d’un espace continu et fini, a 7 di- 
mensions, ayant le volume v, a lui méme le vo/ume ou la 
grandeur (Inhalt) v; mais on peut aussi étendre ce concept a 
un ‘ensemble quelconque de la facgon suivante (n° 23, 25). 
Soit P-un ensemble de points contenu dans un espace fini a x 
dimensions A, et décrivons autour de chaque point de P ou 
de P’ comme centre une hypersphére de rayon p. La partie 
de l’'espace A qui est contenue dans |'intérieur de ces sphéres 
est une fonction de p, F(p) qui [ainsi quiil a été démontré 
par M. Sroxz (n° 34) et par HarNnack (n° 39)] tend a une 


Bibliotheca Mathematica. 1892. 2 
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limite deéterminée, positive ou nulle, lorsque p tend a zéro; 
cette limite est ce qu’on appelle le volume ou la grandeur de 
ensemble P. Un ensemble a méme volume avec un quel- 
conque de ses dérivés; d’ou il suit, en vertu d’un théoréme 
énoncé plus haut, qu’étant donné un ensemble quelconque P, 
dont le volume nest pas nul, on peut toujours trouver un en- 
semble parfait ayant méme volume avec P. 

12. Quoique l'on puisse admettre, en. toute probabilité, 
quil n'y a que deux seules classes d’ensembles de points, 1’exi- 
stence d’ensembles appartenant a des classes différentes de 
celles-ci n'est point du tout inconcevable. Cela justifie les re- 
cherches trés générales de M. Cantor, dont nous allons dire 
quelques mots (n° 38). ; 

Soit P un ensemble quelconque; on peut le décomposer 
en deux ensembles partiels: 


P 1+ Pe, 


dont le premier Pa (adhérence de P) contient tous les points 
de P qui n’appartiennent pas 4 P’, le second 2% (cohérence de P) 
tous les points communs a P? et'a P’. On peut tout aussi 
bien décomposer / en deux ensembles partiels: 


Pe = Pea + Pe*, 


et ainsi de suite; on obtient de cette facon: 
P 4+ Par Perat+...+ Pe a+’, 


ou Pe’ est la cohérence y-ime de P. Si a est un nombre trans- 
fini, on définit la cohérence g-ieme de P comme la cohérence 
de la cohérence (4—1)-iéme, ou comme l'ensemble des points 
communs a toutes les cohérences d’ordre inférieur 4 g, suivant 
que @ est de la premicre ou de la deuxiéme espéce; on a en 
tout cas: 
P = Pela Pet, 
“4 =0,1,...<¢ 
Or il est toujours possible de trouver un nombre « de la 
classe I ou II, pour lequel /¢% soit un ensemble condensé en 
soi; si l'on décompose cet ensemble en deux ensembles par- 
tiels @’, V, dont le second contient les points de Pc* dans le 
voisinage desquels il y a un ensemble non dénombrable de 
points de P, et si l'on désigne par R l'ensemble dénombrable 
2 Peta 
t 


— 
=0,1,...< 


, on aura: 


P=R+U+ Vd. 


AUM 











XUM 
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L’ensemble # n'a de points communs ni avec WU” ni avec VV’; 
en outre UY et V’ n'ont aucun point commun. II va sans dire 
jue, si P est dénombrable, l'ensemble partiel V est nul. L’en- 
semble #, ou Pr, est le réstdu de P; U+V, ou J, est V'zn- 
hérence totale de P, U ou Pt,, Vinhérence de premier ordre. Quant 
a V, en supposant possible l’existence d’ensembles ayant une 
puissance quelconque, on peut le décomposer en une multi- 
plicité finie ou infinie d’ensembles partiels homogenes, c. a. d. de 
telle nature, que l’ensemble des points de P qui se trouvent 
dans le voisinage d'un point quelconque de l'ensemble con- 
sidéré ait une méme puissance. 

18. La théorie des ensembles est entrée depuis quelques 
années dans le domaine commun, et l'on trouve l'exposition, 
plus ou moins étendue, de ses éléments dans plusieurs traités, 
tels que ceux de MM. Meyer (n° 41), BiERMANN (n° 47) et 
DICKSTEIN (n° 56), ainsi que dans les travaux de MM. Gut- 
BERLET, KERRY et TANNERY dont nous parlerons plus bas. 
M. Loria a dédié un article (n° 48) a ces théorémes de la 
théorie des ensembles qui ont trait 4 la question de la con- 
tinuité de l’espace. 

Quant aux applications et aux généralisations auxquelles a 
donné lieu cette théorie, nous nous bornons a en indiquer les 
plus importantes. M. Dinr (n° 4) est peut-étre le premier, 
apres M. Cantor lui-méme (n° 1), qui ait introduit dans la 
théorie des fonctions d'une variable réelle la considération des 
ensembles de points. Ensuite M. VELTMANN (n° 16) et SCHEEF- 
FER (n°* 28, 29) ont appliqué 4 quelques points de cette méme 
théorie les concepts de M. Cantor; MM. MittaG-LEFFLER (n° 13, 
24) et GUICHARD (n° 22) ont pris ces concepts pour base de 
l'étude des singularités des fonctions analytiques. MM. Asco.! 
(n° 33) et ArzeLa (n° 54) ont tenté d’étendre la théorie des 
ensembles de points aux ensembles de courbes planes; M. DE 
PAOLIS (n° 55) en la combinant avec l’ana/ysis sz/us, en a fait 
le fondement d’une théorie générale des correspondances. 

14. L’étude de certaines questions relatives 4 l'intégrabilité 
des fonctions a amené pu Bols-REYMOND a des conceptions 
tres semblables a celles de M. Canror. Les principes de 
ses recherches 4 ce sujet se trouvent exposés dans son ouvrage: 
Die allgemeine Functionentheorie (n° 14); mais comme il ny a 
la guére que de simples définitions, et comme en outre la no- 
menclature y est tout 4 fait différente de celle de M. CANTorR, 
nous nous abstenons d’en parler davantage. 

15. Le concept de nombre transfini posséde un si haut 
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degré.de généralité, qu'il semble peut-étre étrange qu'on puisse 
le comprendre sous un concept mathématique encore plus gé- 
néral. Et toutefois il en est vraiment ainsi; le nombre trans- 
fini n’est qu'un cas particulier du “ype ordonné (Ordnungstypus). 

Soit donné (n° 49) un ensemble d'éléments ordonnés en 
n sens, de fagon quon sache toujours si l'un de deux éléments 
quelconques de l'ensemble a rang égal, supérieur ou inférieur, 
par rapport a l’autre dans chacun de # sens. Si l'on fait ab- 
straction de la nature des éléments de l'ensemble, on obtient 
le concept de ype ordonné a n dimensions. On peut donc dire 
que deux ensembles ordonnés en 7 sens ont méme type, ,lorsqu 
on peut faire correspondre leurs éléments, en sorte que les élé- 
ments correspondants des deux ensembles soient ordonnés de 
la méme facon dans chacun des » sens. 

Les nombres transfinis sont les types des ensembles li- 
néaires bien ordonnés; ils sont donc des types spéciaux a une 
dimension. 

Etant donné un ensemble queiconque £ ordonné en x sens, 
on peut construire dans l’espace 4 » dimensions un ensemble 
de points Z£, ayant méme type avec £. II suffit pour cela de 


faire correspondre a chaque élément A de £ un point 4,, de 


fagon que, A, A, et B, #B, étant deux couples quelconques 
d’éléments correspondants, la v-ieme coordonnée de A, soit = 


celle de B, suivant que le rang de A dans le y-iéme sens est 
supérieur, égal ou inférieur 4 celui de &. 

M. Cantor a défini l’addition et la multiplication des 
types, et a montré que ces opérations ne sont pas commuta- 
tives. Il a étudié avec détail les types finis, c. a. d. les types 
auxquels appartiennent les ensembles finis, et il a résolu par 
rapport a ces types le probleme fondamental de déterminer le 
nombre de tous les types possibles 4 » dimensions contenant 
un méme nombre donné m d’éléments. 

M. H. ScHwarz (n° 51) a traité dans sa dissertation in- 
augurale diverses questions au sujet des types finis; et l’auteur 
de cet article (n° 53) a exposé systématiquement les principes 
de la théorie des types ordonnés en y ajoutant quelques résul- 
tats nouveaux. 

A la théorie des types ordonnés se rattachent dans le con- 
cept — tout en étant antérieures au mémoire de M. Cantor sur 
cet argument — deux notes de Harnack (n° 35) et de M. Ber- 
TAZZI (n° 52), ayant pour objet la détermination des ensembles 
dont aucune partie n'est continue et qui ont méme type. avec 
l'ensemble de tous les points de l'intervalle o—1. 
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16. Il est bien naturel qu'une théorie, qui se fonde es- 
sentiellement sur le concept d'infini, ait ranimé les anciennes 
discussions philosophiques sur la possibilité et sur la nature des 
grandeurs infiniment grandes et infiniment petites. M. Canror 
luirméme, dans ses Grundlagen (n° 18), a réfuté quelques-unes 
des objections qui ont été soulevées contre 1’infini, en montrant 
jue toutes ces objections. contiennent une fe/ztio principiz, con- 
sistant en ceci, qu’on attribue implicitement a 1'infini toutes les 
propriétés du fini, On croit par exemple d’établir que le nombre 
infini n’est pas possible, en démontrant que, s'il existait, il 
devrait étre au méme temps pair et impair, — sans réfléchir 
qu’ on ne peut pas transporter @ prior? ces proprictés des nom- 
bres finis au nombre infini, ou tout au moins qu’on ne peut 
pas affirmer qu’elles soient nécessairement disjonctives pour ce 
dernier nombre pour cela seulement qu’elles le sont pour le 
nombre fini. 

Parmi les écrits qui s’occupent de la théorie des ensembles: 
au point de vue philosophique nous citerons ceux de MM. Gut- 
BERLET (n° 40), KERRY (n° 42) et TANNERY (n° 43). M. Can- 
TOR est revenu 4 plusieurs reprises dans de courtes notes (voir 
n° 45) sur les fondements philosophiques de sa théorie: plus 
récemment, il a publié dans un travail plus étendu (n° 49) 
quelques-unes des lettres qu i a eu occasion d’écrire a divers 
savants. 4 ce sujet. 

17. Nous rappellerons enfin, que M. Cantor, qui dit 
davoir été animé dans ses recherches sur les ensembles par 
’espoir de pouvoir en faire l'application 4 la physique mathé- 
matique et a d’autres sciences, émet l’hypothése (n° 38) que 
les monades (atomes) de la matiére constituent un ensemble P 
de la ‘premiére puissance, et que celles de |’éther constituent 
un ensemble @Q de la deuxiéme puissance. D’aprés ce qu'on 
a dit plus haut, ces deux ensembles se décomposeraient de la 
fagon suivante: 


= Pr+ Pi,, 0 = Or+ Qi, + Qi; 


et les actions réciproques des 5 ensembles partiels Pr, Pi,, 
, Qz,, Gz, donneraient naissance aux différents phénoménes 
physiques et chimiques: 
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Le opERE pv! Galileo Galilei. Enizione NAZIONALE 
SOTTO GLI AUSPICIL DI SUA MAESTAa IL RE D’'IraLia. Volumi I, 
Il. Firenze 1890, 1891. 4°, 423 + (2) + 611 + (1) p. 


Il y a quatre ans, nous avons rendu compte dans ce jour- 
nal (voir Biblioth. Mathem. 1888, p. go) du plan adopté pour 
la nouvelle édition des oeuvres de GALILEO GALILEI que le 
gouvernement italien a chargé M. A. Favaro de rédiger. D’apres 
ce plan, l'édition comprendra 20 volumes dont les neuf pre- 
miers seront consacrés aux écrits scientifiques rangés en ordre 
chronologique. Dans les volumes I et II, parus respectivement 
en 1890 et en 1891, nous avons donc 4a chercher les premiers 
résultats dé l’action scientifique de GALILEl. 

Le volume I contient six écrits, savoir: /uvenzlia; Theore- 
mata circa centrum gravttatis solidorum; La bilancetta; Tavola 
delle proporztont delle gravitd in specte de t metalli e delle giote 
pesate in aria ed in.aqqua; Postille at libri de sphaera et cylin- 
dro at Archimede; De motu. Ve premier écrit, qui se compose de 
deux commentaires sur la philosophie naturelle d ARISTOTELEs, 
est publi€é ici pour la premiére fois d'aprés un autographe (1584) 
de GALILEI, mais comme le fait observer M. FAvARO, il n’est 
pas_mis hors de doute que le grand savant florentin en soit 
lauteur; en effet, il est trés probable qui le manuscrit ne soit 
qu'une copie faite par GaLiLet d’aprés les lecons de quelqu'un 
de ses professeurs, p. ex. BUONAMICcI. Parmi les autres écrits, 
le plus grand est celui intitulé De mofu, qui se compose de 
plusieurs notes sur la théorie du mouvement; elles ont été ré- 
digées par GALILEI vers 1590 et comprendent. les germes de 
plusieurs des découvertes importantes faites plus tard par lui. 

Si le volume I renferme principalement des documents 
servant a faire ressortir la marche des premiéres recherches 
scientifiques de GALILEI, le volume II offre un intérét plus di- 
rect au point de vue scientifique. Ce volume contient les écrits 
suivants: 1° Breve isirusione all’ architettura militare; 2° Trat- 
lato dt fortificasione; 3° Le mecaniche; 4° Lettera a Lacopo Maz- 
sont; §° Trattato della sfera ovvero cosmografia; 6° De motu 
accelerato; 7° Frammentt di lesiont e di studi sulla nuova stella 
dell! ottobre 1604; 8° Consideratione astronomica circa la stella 
nova dell? anno 1604, dt Baldesar Capra, con postille di Galileo ; 
9° Dialogo de Cecco di Ronchitti da Bruzene in perpuosito de la 
stella nuova; 10° Del compasso geometrico e militare; 11° Le 
operaztont del compasso geometrico e militare; 12° Usus et fabrica 


° 
o 
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circint cuiusdam proportionis, opera et studio Balthesaris Caprae, 
con postille di Galileo; 13° Difesa contro alle calunnie ed im- 
posture di Baldessar Capra; 14° Le matematiche nell arte mi- 
litare. Parmi ces écrits, les n™ 11 et 13 ont été publiés par 
GALILEI lui-méme en 1606 et 1607; le n° g est une brochure 
parue en 1605 et rédigée probablement par G. SPINELLI sous la 
direction de GaALILEI; les n* 8 et 12 sont deux ouvrages de 
CAPRA, qui sont nécessaires pour l’intelligence des n™ 8 et 13. 
Tous les autres écrits ont été publiés pour la premiére fois 
aprés la mort de GALILEI (n’ 3 en 1649, n° 5 en 1656, les 
autres seulement au 19° siécle) ou sont restés inédits. 

Chacun des écrits contenus dans ces deux volumes est 
précédé par une savante introduction bibliographique et histo- 
rique. Il faut ajouter aussi que la collation des manuscrits ou 
des éditions originales a été faite avec la plus grande précision, 
que les figures sont reproduites avec beaucoup de soin, que la 
disposition du texte est trés heureuse et que l’exécution typo- 
graphique en général mérite tous les éloges. Par consequent, 
la nouvelle édition des oeuvres de GALILEI, une fois achevée 
d’aprés le plan adopté, sera un monument digne de 1|’éminent 
savant et pourra étre mise 4 cété des meilleures éditions des 
ouvrages de grands mathématiciens parues jusqu'a présent. 

Stockholm. G, ENESTROM. 


NEUERSCHIENENE SCHRIFTEN. — PUBLICATIONS 
RECENTES. 

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift fiir Geschichte der Mathe- 
matik herausgegeben von | journal d histoire des mathématiques 
publié par G. Enestrém. Stockholm. 8°. 

1891: 4. — [Analyse de l’année 1890 (fin):] Fiziko-matem. naouki 10 
1891, 38—43. (V. V. BopYNIN. 

‘PU3BUKO-MaTeMaATHYeCKIA HayYKH Bb HXb HACTOAULCMB UU Wpo- 
mejuems. ShypHarb u3zapaemuit B. B. bopbIHMHbIMS. 
Mocksa. 8°. . 

10 (1891): 2. — Les sciences mathématiques dans leur état actuel et 
passé. Journal publié par V. V. BobyNin. 

Historisch-literarische Abtheilung der Zeitschrift fiir Mathematik 
und Physik herausgegeben von M. Cantor. Leipzig. 8°. 

36 (1891): 6. 


°Adam, W., Geschichte des Rechnens und des Rechenunter- 
richts. Quedlinburg 1891. , 
8°, — [2.40 M.] 
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Ball, W. W. BR., Mathematical recreations and problems of 
past and present times. London, Macmillan 1892. 

8°, XII + 240 p, — [7 sh.] 

Ball, W. W. R., Mersennes numbers, 

Messenger of mathem. 21, 1891, 34—40, 121. 
Bierens de Haan, D., Bouwstoffen voor de geschiedenis der 
wis- en natuurkundige wetenschappen in de Nederlanden. 
XXXII. Proeve eener bibliographie van de geschiedenis der 
wis- en natuurkundige wetenschappen in de Nederlanden. 
Amsterdam, Akademie van wetensch., Verslagen en Mededeel. (Afd. 
Natuurkunde) 9,, 1891, 4—47. 

Birkenmajer, L., Krakowskie tablice syzygijow na r. 1379 1 

1380. Przyczynek do dziejéw astronomii w polsce XIV wieku. 
Krakow, Akad. umiej., Rozprawy 21, 1891, 259—285. — Tables des 
syzygies, caleulées 4 Krakow pour les années 1379 et 1380. Contri- 
bution 4 l’histoire de I'astronomie en Pologne au XIV¢é siécle. 

Bérjesson, G. O., Ur talbeteckningens historia. 

Redogérelse for Géteborgs arbetareinstituts verksamhet 1890—91 (Gdote- 
borg 1891), 20—26. 

°Breusing, A., Die nautischen Instrumente bis zur Erfindung 

des Spiegelsextanten. Bremen, Silomon 1890. 
8°, 46 p. — [Analyse:] Zeitschr. fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abth. 
175. (CANTOR.) 

Cajori, F., The study of Diophantine analysis in the United 
States. 

Colorado, College, Studies 2, 1891, 39—-47. 

Cajori, F., Historical note on the differentiation of a logarithm. 
Colorado, College, Studies 2, 1891, 96. 

Cajori, F., A mathematical error in the Century dictionary. 
Colorado, College, Studies 2, 1891, 97. — Remarque relative aux loga- 
rithmes de NEPER. 

Del Gaizo, M., Contributo allo studio della vita e delle opere 

di Giovanni Alfonso Borelli. 

Napoli, Accad. Pontaniana, Memorie 20, 1890, 1—48. 

Bisenlohr, A., Ein mathematisches Handbuch der alten Agypter 
(Papyrus Rhind des British Museum) iibersetzt und erklart. 
Zweite Ausgabe. Leipzig 1891. 

4°, 2 + 278 p. — [12 M.] 

Favaro, A., Nuovi studi Galileiani. Venezia 1891. 
4°, 430 p. 

Favaro, A., Capitolo inedito e sconosciuto di Galileo Galilei 

contro gli aristotelici. 

Venezia, Istituto Veneto, Atti 3,, 1892, 1—12. 

Favaro, A., Di alcuni recenti lavori su Leonardo da Vinci. 
Venezia, Istituto Veneto, Atti 3,, 1892, 13—47. 

Favaro, A., Cronologia Galileiana raccolta ed ordinata. 
| Padova, Accad. ad. sc., Atti e memorie 8, 1892. 41 p. 





Neuerschienene Schriften. — Publications récentes. 


Favaro, A., Serie settima di scampoli Galileiani. 
| Padova, Accad. d. sc., Atti e memorie 8, 1892. 41 p. 
Galdeano, Z. G. de, Edouard Lucas. 


El progreso matem. 1, 1891, 291. —- Nécrologie. 


Glaisher, J. W. L., The method of quarter-squares. 
Nature (London) 40, 1889, 573—576. — Notice historique. 
Hathaway, A. S., Early history of the potential. 
New York, Mathem. soc., Bulletin 1, 1891, 66—74. 
Hentschel, H., Kurzer Abriss einer Geschichte der Physik. 
Loébau 18or. 
8°, 24 p. + 2 pl. 


Holst, E., Sophus. Lie. 

Skilling-Magazin (Kristiania) 57, 1891, 781—783. — Notice biogra- 
phique, avec portrait. 

Huygens, Chr., Oeuvres completes publiées par la société 
hollandaise des sciences. Tome quatriéme. Correspondance 
1662—1663. La Haye, Nijhoff 1891. 

4°, (6) + 587 + (1) p. + 3 pl. — [Analyse des tomes I—III;j Bullet. 
des sc. mathém. 16,, 1892, 5—30. (P. H. SCHOUTE.) 

K., B., Rparkiii ovepkb HeTOpIN 3afa4u O kBaApaTypsS kpyra. 
Vjestnik elem. matem. 1], 1891, 113—125. — Apergu de histoire 
du probleme de la quadrature du cercle, 

Kullrich, E., Zur Geschichte des mathematischen Dreik6érper- 

problems. Halle 18or. 
8°, 68 p. — [1.80 M.| 

Lampe, E., Leopold Kronecker +. Nachruf. 
Naturwissenschaftliche Rundschau (Braunschweig) 7, 1892, 128—129. 

Leffler, A. Ch., Sonja Kovalevsky. 

Annali di matem. 19,, 1891, 201-—211. 
Loria, G., Esame di alcune ricerche concernenti l’esistenza di 
radici nelle equazioni algebriche. 
Biblioth. Mathem, 1891, 99—112. 

Loria, G., Aggiunte all’ articolo »il teorema fondamentale delle 
equazioni algebriche». 

Rivista di matem, 2, 1892, 37—38. 

Lueas, E., Récréations mathématiques., Tome premier. Deuxiéme 
édition. Paris, Gauthier-Villars 1891. 

8°, XXIV + 254 p. — [7.50 fr.] — [Analyse:] Mathesis 2,, 1892, 45—46. 

Mansion, P. et Neuberg, J., Edouard Lucas. Nécrologie. 
Mathesis 1,, 1891, 217. 

Miansion|, P. et Njeuberg], J., Léopold Kronecker. Nécrologie. 
Mathesis 2,, 1892, 18. 

Miansion], P. et Nleuberg], J., Louis-Philippe Gilbert. Nécro- 

logie. 
Mathesis 2,, 1892, 57. 
°Monchamps, G., Galilée et la Belgique. Essai historique sur 
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les vicissitudes du systeme de Copernic en Belgique (17¢* et 
18° siécles). Saint-Trond, Moreau 18092. 
12°, 346 + 76 p. — [Analyse:] Mathesis 2,, 1892, 21. (P. M.) 
Necrologia. L. Kronecker. 
El progreso matem. 2, 1892, 60. 
Ninni, A. P., Sui segni prealfabetici usati anche ora nella 
numerazione scritta dei pescatori Clodiensi. 
Venezia, Istituto, Atti 7,, 1889, 679—686. 
Pieano|, G., Sommario del libro X d’Euclide. 
Rivista di matem. 2, 1892, 7—11. 
Peano, G., Angelo Genocchi. 
Torino, Universita, Annuario 1889—1890, 195—202. 
Peano, G., Enrico Novarese. 
Rivista di matem. 2, 1892, 35 
Rebiére, A., Apercu de lhistoire des mathématiques. 
Bulletin scientifique (Paris) 4, 1889—g90, 276—278. 
Reyes y Prosper, V., Christina Ladd Franklin, matematica 
americana y su influencia en la légica sinbdlica. 
El progreso matem. ], 1891, 297—300. 
Reyes y Prosper, V., Ernesto Schroeder, sus merecimientos 
ante la Logica, su propaganda logico-matematica, sus obras. 
El progreso matem. 2. 1892, 33—36. 
Rudio, F., Uber die Convergenz einer von Vieta herriihrenden 
eigenthiimlichen Productentwickelung. 
Zeitschr. fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abth. 139—140. 
Rudio, F., Uber den Antheil der mathematischen Wissenschaften 
an der Kultur der Renaissance. Hamburg 1892. 
8°, 33 p. -— [0.50 M.] — Sammlung gemeinverstaindlicher wis- 
senschaftlicher Vortrige. Neue Folge. Sechste Serie. Heft 142. 
°Schnaase, L., Die Optik Alhazens. Stargard 1890. 
4°, 20 p. 
Siacei, F., Cenni necrologici di Angelo Genocchi. 
Torino, Accad. d. sc., Memorie 39,, 1889, 463—495. 
CTAPROB'b, A. IL. hn neropin aarespanyeckaro OBosHaue- 
Hid Bb CBASH Ch pasBUTHeMDh asbBy4HOl WH MY3HKaAbHOii 
NUChMeCHHOCTH. 
Odessa, Matem, otd. obchtch, estestv., Zapiski 7, 1886. Appendice. — 
STARKOFF, A. P., Sur lhistoire de la notation algébrique considérée 
en rapport avec le développement de }'écriture alphabétique et musicale. 
— L'introduction (p. I1—102) contient des notices sur des ouvrages 
relatifs a Vhistoire des mathématiques. — [Analyse:| Fiziko-maten 
naouki 3, 1887, 19—31, 38—46. (V. Bopynin.) 
Steinschneider, M., Miscellen zur Geschichte der Mathematik. 
Biblioth. Mathem. 1891, 113—116. 
°Sterner, M., Principielle Darstellung des Rechenunterrichtes 
auf historischer Grundlage. I. Geschichte der Rechenkunst. 
Miinchen 18or. 
8°, 12 + 533 p- — [6 M. 
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Tannery, P., Les autographes de Descartes. (Continuation.) 
Bullet. d. sc. mathém. 15,, 1891, 228—236, 260—274, 281—296, 
301—308; 16,, 1892, 32—40. 

Villicus, F., Die Geschichte der Rechenkunst vom Alterthume 
bis zum 18. Jahrhundert mit besonderer Riicksicht auf Deutsch- 
land und Oéesterreich. Zweite vermehrte und verbesserte Auf- 
lage. Wien 1891. 

8°, 112 p. —— [2.8 M.] 

Vivanti, G., Sur une classe de grandeurs infiniment petites con- 

sidérée par Newton. 

Biblioth. Mathem. 1891, 97—98. 


Qufestion 36 {sur un écrit de Horxy publié en 1610}. 
Biblioth. Mathem. 1891, 119. (A. FAVARO.) 


Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik. Herausgegeben 
von E. Lampe. Band 21 (1889). Berlin, Reimer 1892. 
8°, — Les pages 1—48 contiennent un compte rendu des ouvrages 
histoire des mathématiques parus en 1880. 


APOLLONII PERGAEI que grace exstant cum commentariis anti- 
quis. Edidit et latine interpretatus est J. L. Herperc. I. 
Lipsiw, Teubner 1891. 8° 

Bullet. d. sc. mathém. 15,, 1891, 221—226. (P. TANNERY.) 

BRAUNMUHL, A. v., Christoph Scheiner als Mathematiker, Phy- 
siker und Astronom. Bamberg, Buchner 1891. 8°. 

Zeitschr. fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abth. 175—176. (CANTOR.) 

Canror, M., Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. 
Zweiter Band. Von 1200—1668. Enrster Theil. Leipzig, 
Teubner 1892. 8°. 

Biblioth. Mathem. 1891, 117—118. (G,. ENESTROM.) — Mathesis 2,, 
1892, 19—20. (P. M.) ‘ 

GALDEANO, Z. G. DE, Estudios criticos sobre la generacion de 

los conceptos matematicos. Madrid 1890. 8°. 
Mathesis 1,, 1891, 272—273. 

KERBEDZ, E. DE, Sophie de Kowalevski. (Rendiconti del Cir- 
colo matematico di Palermo 1891.) 

Jorn. de sc. mathem. 10, 1891, 78—79. (G. T.) 

Loria, G., Cenni intorno a la vita e le opere di Felice Casorati 
(Biblioth. Mathem. 1891.) 

Jorn. de sc. mathem. 10, 1891, 76. (G, T.) 


Mathematisches Abhandlungsregister. 1890. Zweite Hilfte: 1. 
Juli bis 31. December. 
Zeitschr, fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abth. 227—240. 
\Listes d’ouvrages récemment publiés. | 
Biblioth. Mathem. 1891, 118—119. — Fiziko-matem. naouki 10, 1891, 
49—64. — Zeitschr. fiir Mathem. 36, 1891; Hist. Abth, 224—226. 
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ANFRAGEN, — QUESTIONS. 


37. Dans un trés grand nombre de traités d’arithmétique 
publiés aux 16° et 17° siecles, on trouve une espéce de pro- 
blémes d’analyse indéterminée, qui porte le titre regula coeci 
(parfois cec? ou cec?s). D'aprés M. Cantor (Vorlesungen tiber 
Geschichte der Mathematik Wl, p. 393), le traité d’arithmétique 
de Rupo.trr (1526) est le premier livre imprimé, ot de tels 
problémes ont été proposés; M. Cantor dérive coec? du’ mot 
allemand Zeche (société de buveurs), parce qu'il s’agit souvent 
de personnes qui se sont assemblées pour boire. D'autre part, 
‘TERQUEM (Probleme des jeunes filles, ade Taveugle a> Bulletin 
de bibliographie, d histoire et de biographie mathé- 
matiques 1859, p. 1—2) a traduit regula coeci par »la régle 
de laveugle», parce quil y a un épigramme arithmétique grec 
qui contient un probléme de la méme nature et oti la résolu- 
tion du probléme est attribuée a laveugle HoMEROS. Quelques 
auteurs croient que cecz est le mot italien secca (monnaie) et 
que, par conséquent, regu/a cec? signifie »la regle des monnaies 
en effet, il s’agit ordinairement de calculer combien d'argent 
différentes personnes doivent payer. 


Quelle est la vraie signification de l'expression regula coec?. 
et quel est le premier auteur qui se soit servi de ce terme? 
(G. Enestrém.) 
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